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Çàêëþ÷èòåëüíûé òóð

13 ìàðòà 2022 ãîäà

10 êëàññ

▷ 1. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ñîñòîÿùèõ èç îäíèõ åäèíèö,
íå ïðåâîñõîäÿùèõ ãóãîë (ò.å. ÷èñëî 10100) è êðàòíûõ ÷èñëó, ñîñòîÿùåìó èç 9
äåâÿòîê?

Ðåøåíèå:

11...1︸ ︷︷ ︸
k

...999999999 = 9 · 9 · 123456789

9 · 9︸︷︷︸ ·37 · 333667
k = 81m ⩽ 100

ãäå 81m - êîë-âî åäèíèö â ÷èñëå, m - êîë-âî ÷èñåë. m = 1 Îòâåò: îäíî.

▷ 2. Íàéäèòå öåëîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà b, ïðè êîòîðîì íàèìåíüøèé ÷ëåí
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn = 3n− 9

√
n− 2 + b áëèæå âñåãî ê íóëþ (n ∈ N) .

Ðåøåíèå:
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√
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Íàèìåíüøèé ÷ëåí x4 = 12− 9
√
2 + b

12− 9 · 1, 42 < 12− 9
√
2 < 12− 9 · 1, 41

−0, 78 < 12− 9
√
2 < −0, 69

b− 0, 78 < x4 < b− 0, 69

b = 0, −0, 78 < x4 < −0, 69
b = 1, 0, 22 < x4 < 0, 31
Ïðè b = 1, x4 - áëèæå ê íóëþ. Îòâåò: b = 1.

▷ 3. Ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë è
èìååò çíà÷åíèÿ íà ýòîì ìíîæåñòâå. Äëÿ ëþáûõ n íà ýòîì ìíîæåñòâå èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî f(f(n)) + f(n) = 2n+ 3. Íàéäèòå f(2022).

Ðåøåíèå: Ïðè n = 0, íåðàâåíñòâî âûãëÿäèò òàê: f(0)+f(f(0)) = 3. Ïîñêîëü-
êó ÷èñëà äîëæíû áûòü öåëûìè è íåîòðèöàòåëüíûìè åñòü 4 âàðèàíòà: 0 è 3, 3 è
0, 2 è 1, 1 è 2. 1 âàðèàíò : f(0) = 0, f(f(0)) = f(0) = 0 ̸= 3 - âàðèàíò íå ïîäõîäèò.



2 âàðèàíò : f(0) = 3, f(f(0)) = f(3) = 0
Ïðè n = 3
f(3) + f(f(3)) = 9
f(3)︸︷︷︸

0

+ f(0)︸︷︷︸
3

= 9

0 + 3 ̸= 9
Âàðèàíò íå ïîäõîäèò.

3 âàðèàíò : f(0) = 2, f(f(0)) = f(2) = 1
Ïðè n = 2
f(2) + f(f(2)) = 7
f(2)︸︷︷︸

1

+f(1) = 7

f(1) = 6
Ïðè n = 1
f(1) + f(f(1)) = 5
f(1)︸︷︷︸

6

+f(6) = 5

f(6) = −1
Âàðèàíò íå ïîäõîäèò.

4 âàðèàíò : f(0) = 1, f(f(0)) = f(1) = 2
Òîãäà f(n) = n+1. Äîêàçûâàåì ïðè ïîìîùè ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè:
f(k) + f(f(k)) = 2k + 3
k + 1 + f(k + 1) = 2k + 3
k + 1 + k + 1 + 1 = 2k + 3
2k + 3 = 2k + 3
Ïîäñòàâèì k + 1
f(k + 1) + f(f(k + 1)) = 2(k + 1) + 3
k + 2 + f(k + 2) = 2k + 2 + 3
k + 2 + k + 3 = 2k + 5
2k + 5 = 2k + 5
Äîêàçàíî, ÷òî f(n) = n + 1 ïðè ïîìîùè ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.
Ñëåäîâàòåëüíî, Îòâåò: f(2022) = 2023.

▷ 4. Íàéòè ñóììó âñåõ íàòóðàëüíûõ x, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó

x3 + 10000x ≤ 100x2 + 333333, (3).

Ðåøåíèå:
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▷ 5. Ïóñòüm � ÷èñëî íåïðåðûâíûõ, à n � ÷èñëî íåïðåðûâíûõ è îãðàíè÷åííûõ
íà (−∞; +∞) ðåøåíèé óðàâíåíèÿ y3+2(1+x2)y+x4 = 3y2+x4y+2x2. Íàéäèòå
m
n .

Ðåøåíèå:

(y − 1)
[
(y − 1)2 − (x2 − 1)2

]
= 0 y = 1

y = x2

y = −x2 + 1 + 1 = 2− x2

33 = 27 = m
1 · 3 · 1 = n
m
n = 9 Îòâåò: m

n = 9.

▷ 6. Íà ïëîñêîñòè îòìå÷åíû òðè âåðøèíû êâàäðàòà è ðàçðåøàåòñÿ ïðèìå-
íÿòü öåíòðàëüíûå ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî âçÿòûõ òî÷åê è òî÷åê, ïîñòðîåííûõ
ïðè ïðèìåíåíèè ýòèõ ñèììåòðèé. Ìîæíî ëè òàêèìè ïîñòðîåíèÿìè ïîëó÷èòü
÷åòâ¼ðòóþ âåðøèíó êâàäðàòà?

Ðåøåíèå:

Ââåä¼ì íà ïëîñêîñòè ñèñòåìó êîîðäèíàò òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû çàäàííûìè
âåðøèíàìè áûëè òî÷êè (0,0), (1,0) è (0,1). Åñëè êîîðäèíàòû íåêîòîðîé òî÷êè
A(x, y) � öåëûå, òî òî÷êîé, ñèììåòðè÷íîé åé îòíîñèòåëüíî òî÷êè B(a, b), áóäåò
òî÷êà A′(2a − x, 2b − y). Ïîýòîìó êîîðäèíàòû òî÷êè A′ èìåþò òó æå ñàìóþ
÷¼òíîñòü, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå êîîðäèíàòû òî÷êè A. Íî èç äàííûõ âåðøèí ñ
ïîìîùüþ ðàçðåø¼ííûõ öåíòðàëüíûõ ñèììåòðèé íåëüçÿ ïîñòðîèòü òî÷êè ñ äâó-
ìÿ íå÷åòíûìè êîîðäèíàòàìè, ò.å. ÷åòâ¼ðòóþ âåðøèíó (1,1) ïîëó÷èòü íåëüçÿ.

▷ 7. Èñêóññòâåííûé èíòåëëåêò (èç Ñêîëêîâî) �Ðîáîòû Âàñÿ è Âàñèëèñà�
ïîñëå òðóäîâîé íåäåëè çàíÿëèñü ëþáèìîì äåëîì � îáðàçîâàíèåì íîâûõ äåñÿ-
òè÷íûõ äðîáåé èç çàäàííîé áåñêîíå÷íîé äåñÿòè÷íîé äðîáè. Âàñèëèñà âûáèðàåò
ñëó÷àéíûì îáðàçîì ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî k, íå ïðåâîñõîäÿùåå 2022, à Âàñÿ
ïðîäåëûâàåò ïîñëåäîâàòåëüíî k ðàç îïåðàöèþ: èç ïîëó÷åííîé äðîáè óäàëÿåò
âñå öèôðû, ñòîÿùèå íà íå÷¼òíûõ ìåñòàõ ïîñëå çàïÿòîé. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü,
÷òî èç äðîáè 0, (a1a2...a35) ïîñëå k îïåðàöèé ñíîâà ïîëó÷èòñÿ ýòà æå äðîáü?



Ðåøåíèå: Ïîñëå ïåðâîãî âû÷¼ðêèâàíèÿ îñòàíóòñÿ öèôðû, ñòîÿùèå â èñõîä-
íîé äðîáè íà ÷¼òíûõ ìåñòàõ, ïîñëå âòîðîãî - öèôðû, ñòîÿùèå íà ìåñòàõ, íîìåðà
êîòîðûõ äåëÿòñÿ íà 4, è âîîáùå, ïîñëå k-ãî âû÷¼ðêèâàíèÿ îñòàíóòñÿ öèôðû,
ñòîÿùèå â èñõîäíîé äðîáè íà ìåñòàõ ñ íîìåðàìè, êðàòíûìè 2k, ò.å. ñ íîìåðàìè
2k, 2 · 2k, 3 · 2k, 4 · 2k è ò.ä.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èëàñü èñõîäíàÿ äðîáü, íàäî, ÷òîáû öèôðà ñ íîìåðîì 2k

ñîâïàäàëà ñ a1, à äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû 2k îòëè÷àëîñü îò 1 íà ÷èñëî,
êðàòíîå 35. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî òàêèì ÷èñëîì áóäåò, íàïðèìåð, k = 12. Ïðè
ýòîì ðàçíîñòè 2 · 212 − 2, 3 · 212 − 3, ..., 35 · 212 − 35 òàêæå äåëÿòñÿ íà 35, è
ïîýòîìó ïåðâûå îñòàâøèåñÿ 35 öèôð îáðàçóþò ïåðèîä èñõîäíîé äðîáè.
Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå 12 âû÷åðêèâàíèÿ ìû ïîëó÷àåì èñõîäíóþ äðîáü.
12, 24, ..., 12 + 12(n− 1) ⩽ 2022
12n ⩽ 2022
2022 = 12 · 168 + 6
n = 168
p = 168

2022 = 28
337

▷ 8. Îöåíèòå, íå èñïîëüçóÿ âû÷èñëèòåëüíûå ñðåäñòâà, ÷òî áîëüøå: 1+sin 2022
èëè sin 2023.

Ðåøåíèå:

f(x) = x+ cosx ↑
f ′(x) = 1− sinx ⩾ 0
f(2022) = 2022− sin2022
f(2023) = 2023− sin2023
2022− sin2022 > 2023− sin2023
sin2023 > 1 + sin2022

▷ 9. Òðè íåíóëåâûõ âåêòîðà −→a ,
−→
b , −→c ñâÿçàíû çàâèñèìîñòüþ(−→

b · −→c
)−→a + (−→c · −→a )

−→
b +

(−→a ·
−→
b
)−→c =

−→
0

Íàéòè ìíîæåñòâî çíà÷åíèé α + β + γ, ãäå α � óãîë ìåæäó
−→
b è −→c , β � óãîë

ìåæäó −→c è −→a , γ � óãîë ìåæäó −→a è
−→
b .

Ðåøåíèå:

Ðàçäåëèâ ëåâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà íà | −→a ||
−→
b || −→c | , ïîëó÷èì

cosα−→e 1 + cosβ−→e 2 + cosγ−→e 3 =
−→
0

ãäå −→e 1 = −→a :| −→a | , −→e 2 =
−→
b :|

−→
b |, −→e 3 = −→c :| −→c |. 1) Åñëè îäèí èç

êîñèíóñîâ â ðàâåíñòâå ðàâåí íóëþ, òî è äâà äðóèõ êîñèíóñà òàêæå ðàâíû íóëþ.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè cosα = 0, òî −→e 2 ⊥ −→e 3, ïðè÷¼ì cosβ−→e 2 + cosγ−→e 3 =
−→
0 .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî cosβ = cosγ = 0. Â ýòîì ñëó÷àå èìååì α = β = γ = 90◦

2) Ïóñòü cosαcosβcosγ ̸= 0. Óìíîæèâ ëåâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà ñêàëÿðíî íà −→e 1,−→e 2 è
−→e 3, ïîëó÷èì 

cosα+ 2cosβcosγ = 0,

cosβ + 2cosγcosα = 0,

cosγ + 2cosαcosβ = 0.

Èç ýòîé ñèñòåìû íàéä¼ì α, β è γ. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî ëèáî âñå óãëû òó-
ïûå, ëèáî òîëüêî îäèí èç íèõ òóïîé. Èñêëþ÷èâ èç ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèé cosβ,
ïîëó÷èì 4cos2γ = 1, èëè cos2γ = 1

4 . Àíàëîãè÷íî, cos
2α = 1

4 , cos
2β = 1

4 . Ñëå-
äîâàòåëüíî, èìååì: α = β = γ = 120◦;α = 120◦, β = γ = 60◦;α = γ = 60◦, β =
120◦;α = β = 60◦, γ = 120◦;α = β = γ = 90◦. Îòâåò: {240◦, 270◦, 360◦}

▷ 10. Äàíû ïîëóîêðóæíîñòü ñ äèàìåòðîì AB è ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà C ýòîé
ïîëóîêðóæíîñòè. Ïðÿìàÿ CD ïåðïåíäèêóëÿðíà ê ïðÿìîé AB (òî÷êà D ïðè-
íàäëåæèò äèàìåòðó AB). Èçâåñòíî, ÷òî r1 è r2 � ðàäèóñû îêðóæíîñòåé, âïèñàí-
íûõ â êðèâîëèíåéíûå òðåóãîëüíèêè ACD è BCD. Íàéòè ðàäèóñ îêðóæíîñòè,
âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê ABC.

Ðåøåíèå:

Ïóñòü | AD |= a, | BD |= b, E è F - ñîîòâåòñòâåííî òî÷êè êàñàíèÿ îêðóæíîñòåé
ðàäèóñîâ r1 è r2 ñ ïðÿìîé AB, O - ñåðåäèíà äèàìåòðà AB.

Èç òðåóãîëüíèêà OO1E èìååì

| EO1 |2 + | EO |2=| OO1 |2

èëè

r21 +

(
r1 −

1

2
(a− b)

)2

=

(
1

2
(a+ b)− r1

)2

Èç ïîëó÷åííîãî êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ

r21 + 2br2 − ab = 0

íàõîäèì

r1 =
√
ab+ b2 − b



Àíàëîãè÷íî èç ðàññìîòðåíèÿ ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà OO2F ïîëó÷àåì

r2 =
√

ab+ a2 − a

Âû÷èñëèì ðàäèóñ r îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê ABC:

r =
2S

2p
=

| AC | · | BC |
| AC | + | BC | + | AB |

=

=
(a+ b)

√
ab√
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√
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=

√
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√
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√
b+

√
a+ b

=

=

√
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√
a+

√
b−

√
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(
√
a+

√
b)2 − (a+ b)

=

=
1

2
(
√
a(a+ b) +

√
b(a+ b)− a− b) =

1

2
(r1 + r2)

Îòâåò: 1
2 (r1 + r2)


